
ÒÐÓÄÛ ÈÍÑÒÈÒÓÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÓðÎ ÐÀÍÒîì 2 1992ÓÄÊ 517.97ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÖÅÍÛ Â ËÈÍÅÉÍÎÉÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÈÃÐÅ Ñ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÛÌÌÎÌÅÍÒÎÌ ÎÊÎÍ×ÀÍÈßÌ. À. Çàðõ, À. Ã. ÈâàíîâÏðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè öåíû â ëèíåéíîéäèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ âûïóêëîé òåðìèíàëü-íîé ïëàòîé. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà ïîçèöèîííîãî ïîãëîùå-íèÿ (ìàêñèìàëüíîãî ñòàáèëüíîãî ìîñòà). Àëãîðèòì îáîáùàåò èäåè, ëåæàùèåâ îñíîâå ðàíåå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ èãð ðàçìåðíîñòè 2,3.ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäûðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [1�7, 9, 10, 13, 16, 17]. Â äàííîé ñòàòüåäëÿ ëèíåéíîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ âûïóêëîéòåðìèíàëüíîé ôóíêöèåé ïëàòû ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïî-ñòðîåíèÿ ôóíêöèè öåíû. Èñïîëüçóþòñÿ äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-öèè öåíû èãðû: ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ óðîâíÿ è ÷åðåç íàäãðà-ôèê. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà ïîçè-öèîííîãî ïîãëîùåíèÿ (ìàêñèìàëüíîãî ñòàáèëüíîãî ìîñòà). Íåñìîòðÿ íàòî, ÷òî äàâíî èçâåñòíû îáùèå ñõåìû ïîñòðîåíèé [5, 11, 12] è ñîîòâåò-ñòâóþùèå îöåíêè [2, 9, 10], èõ àëãîðèòìèçàöèÿ è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿíàòàëêèâàþòñÿ íà ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òðåáóåìûì áîëüøèì îáúåìîìïàìÿòè è áûñòðîäåéñòâèåì ÝÂÌ.Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îáîáùàåò íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-íîñòè èäåè, çàëîæåííûå â îñíîâó ïðîöåäóð ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ [1] èòðåõìåðíûõ [3, 4] èãð. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêàðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷: ëèíåéíîñòü, âûïóêëîñòü ôóíêöèè ïëà-òû, íåçàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèé íà êîìïîíåíòû óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-ñòâèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ.Äðóãîé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîéèãðû âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èçëàãàåòñÿ â ñòàòüå Áîòêèíà Í.Ä. è Ðÿçàíöå-âîé Å.À. â äàííîì òîìå.� 1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó_x = B(t)u+ C(t)v; x 2 Rn;u 2 P � Rk; v 2 Q � Rm; (1.1)ñ ôèêñèðîâàííûì ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ # è âûïóêëîé òåðìèíàëüíîéôóíêöèåé ïëàòû 
(x(#)). Îòñóòñòâèå ôàçîâîãî âåêòîðà â ïðàâîé ÷àñòèñèñòåìû äîñòèãàåòñÿ èçâåñòíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ [5], è ðàññìîòðåíèå



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 141èãðû (1.1) íå ñóæàåò îáùíîñòè èññëåäîâàíèé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîìíîæåñòâà P , Q, îãðàíè÷èâàþùèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ èãðîêîâ,èìåþò âèä P = fp : jpij � �i; i = 1; kg;Q = fq : jqjj � �j ; j = 1;mg:Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà P , Q � ïàðàëëåëåïèïåäû, ñèììåòðè÷íûå îò-íîñèòåëüíî íóëÿ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(t; x) ôóíêöèþ öåíû èãðû (1.1). Ðàññìîòðèì äâàâàðèàíòà åå ïðåäñòàâëåíèÿ: ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ óðîâíÿWc = f(t; x) : �(t; x) � cg è ÷åðåç íàäãðàôèê Ŵ = f(t; x; s) : s � �(t; x)g .Ìíîæåñòâî Wc åñòü ìàêñèìàëüíûé ñòàáèëüíûé ìîñò (ìíîæåñòâî ïî-çèöèîííîãî ïîãëîùåíèÿ) â èãðå ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ ñ öåëåâûì ìíîæå-ñòâîì Mc = fx : 
(x) � cg.Íàäãðàôèê Ŵ òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü [14] êàê ìàêñèìàëü-íûé ñòàáèëüíûé ìîñò â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå n+ 1 ïîðÿäêà( _x = B(t)u+ C(t)v; u 2 P; v 2 Q;_xn+1 = 0 (1.2)ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì̂M = f(x; xn+1) : xn+1 � 
(x)g:Óêàçàííàÿ ñâÿçü ôóíêöèè öåíû èãðû ñ ìàêñèìàëüíûìè ñòàáèëüíûìèìîñòàìè ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû ëèáî ê ïîñòðîåíèþñåìåéñòâà ìîñòîâ â ïðîñòðàíñòâå R1�Rn, ëèáî ê ïîñòðîåíèþ îäíîãî ìîñòàâ ïðîñòðàíñòâå R1�Rn+1. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ÷òîáû ðàáîòàòü ñ îãðàíè-÷åííûìè ìíîæåñòâàìè, ìîæíî âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå ÷àñòè íàäãðàôèêàŴc = f(t; x; xn+1) : �(t; x) � x � cg, ëåæàùåé íèæå óðîâíÿ c, âçÿâ âêà÷åñòâå öåëåâîãî ìíîæåñòâà M̂c = f(x; xn+1) : 
(x) � xn+1 � cg.Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ïîñâÿùåíî ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà ÷èñëåí-íîãî ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñòàáèëüíîãî ìîñòà â èãðå ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ ñ âûïóêëûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì M�Rn, äèíàìèêà êîòîðîéçàïèñàíà â ôîðìå (1.1).Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé [5, 11, 12], ìîñò W ïðåäñòàâëÿåòñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîæåñòâ Wj, êàæäîå èç êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåòñå÷åíèå ìîñòà W (#� j�) = fx : (#� j�; x) 2 Wg. ÏîñëåäîâàòåëüíîñòüWj îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëWj+1 = (Wj +B(#� j�)P�)� C(#� j�)Q�; W0 = M; (1.3)ãäå � � ñèìâîë ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè [11]:R�D = \d2D(R � d);M àïïðîêñèìèðóåò M . Èçâåñòíî [2, 10], ÷òî åñëè � ìàëî, à M áëèçêî êM , òî Wj áëèçêî ê W (#� j�); j = 1; 2; ::: .



142 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. ÈâàíîâÏóñòü Bi(�) (Ci(�)) � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B(�) (C(�)). Îáîçíà÷èì÷åðåç pji (qji ) îòðåçîê ñ âåðøèíàìè ��iBi(# � j�)� (��iCi(# � j�)�).Èìååì B(#� j�)P� = kXi=1 pji ; C(#� j�)Q� = mXi=1 qji :Âûðàæåíèå (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåWj+1 = (Wj + ( kXi=1 pji ))� ( mXi=1 qji ) (1.4)è çàòåì ïåðåéòè ê ñîîòíîøåíèþWj+1 = (:::((:::(Wj + pj1) + :::+ pjk)� qj1):::� qjm): (1.5)Âûïîëíåíèå (1.5) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé, â êîòîðûõîäíèì èç îïåðàíäîâ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê. Ïåðåõîä îò (1.4) ê (1.5) âîçìîæåíâ ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ è ñâîéñòâà îïåðàöèè âçÿòèÿ ãåîìåòðè-÷åñêîé ðàçíîñòè, âûðàæåííîãî ðàâåíñòâîìR� (D + F )= \d2D; f2F(R � (d+ f))=\f2F(\d2D(R � d)� f)=(R�D)� F:Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Òîãäàðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ñ îòðåçêîì � âûïóêëûé ìíî-ãîãðàííèê, ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñîòðåçêîì � ëèáî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî. Âïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ çàâåðøàþòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, Wj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ. Åe ïî-ñòðîåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷:1. Íàõîæäåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà èîòðåçêà.2. Íàõîæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìåæäó âûïóêëûì ìíîãî-ãðàííèêîì è îòðåçêîì.Ââåäåì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå îïðåäåëèì ôîðìó âõîäíîé èâûõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2.Ïóñòü �F (l) = maxf2F l0f� çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè âûïóêëîãî êîìïàêòà F �Rn íà âåêòîðå l;con; conv � ñèìâîëû êîíè÷åñêîé è âûïóêëîé îáîëî÷åê.Äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà V � Rn ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:AV � ìíîæåñòâî âåðøèí V ;LV � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ âíåøíèõ íîðìàëåé ê ãðàíÿì ðàçìåðíî-ñòè n� 1;PV � íàáîð çíà÷åíèé �V (l) äëÿ l 2 LV ;GV = fGV (l); l 2 LV g � îïèñàíèå ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n� 1 ìíîãî-ãðàííèêà V . Çäåñü GV (l) � AV � ñîâîêóïíîñòü âåðøèí ãðàíè ñ íîðìàëüþl;



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 143KV = fKV (a); a 2 AV g � èíôîðìàöèÿ, äâîéñòâåííàÿ GV , ò.å. KV (a)� ñîâîêóïíîñòü íîðìàëåé ê ãðàíÿì, ñîäåðæàùèì âåðøèíó a.Ïóñòü gV (l) = fv 2 V : l0v = maxv2V l0vg:Â ÷àñòíîñòè, äëÿ l 2 LV èìååì gV (l) = conv(GV (l)) � ãðàíü ñ íîðìàëüþl. Îáîçíà÷èì kV (a) = con(KV (a)) � êîíóñ, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå a.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà, ïîÿñíÿþùèå âçàèìîñâÿçü ââåäåííûõîáúåêòîâ:1) Rn = Sa2AV kV (a),2) int(kV (a0))T int(kV (a00)) = ;; a0; a00 2 AV ,3) Ñóæåíèå îïîðíîé ôóíêöèè �V (�) íà êàæäûé èç êîíóñîâ kV (a), a 2AV � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Rn ðàçáèâàåòñÿ íà êîíóñû ëèíåéíîñòèîïîðíîé ôóíêöèè �V (�), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå ìíî-ãîãðàííèêà V .Èíôîðìàöèþ î ìíîãîãðàííèêå V , ñîñòîÿùóþ èç AV , LV , PV , GV ,KV , îáîçíà÷èì ÷åðåç IV . Òåïåðü ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü çàäà÷è 1 è 2: âçàäà÷å 1 (2) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü IV+p (IV�q) ïî çàäàííûì IV è îòðåçêó p(q). Îòìåòèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ IV èçáûòî÷íà äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìíîãî-ãðàííèêà. Îäíàêî åå èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûåàëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2.� 2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóììû ìíîãîãðàííèêà è îòðåçêàÏóñòü çàäàíû èíôîðìàöèÿ IV î ìíîãîãðàííèêå V è îòðåçîê p ñâåðøèíàìè p+, p�. Îáîçíà÷èì p = p+ � p�, � = fl : l0p = 0g,�+ = fl : l0p > 0g, �� = fl : l0p < 0g, �+ = � [ �+, �� = � [ ��.Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîãðàííèêà V + p îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå�V+p(l) = �V (l) + �p(l):Èìååì �p(l) = ( l0p+; l 2 �+l0p�; l 2 ��òîãäà, �V+p(l) = ( �V (l) + l0p+; l 2 �+�V (l) + l0p�; l 2 ��Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè kV (a)��+ (kV (a) � ��), òî a+ p+ (a+ p�)2 AV+pè kV+p(a+ p+) = kV (a) (kV+p(a+ p�) = kV (a)).Ïóñòü int kV (a)T � 6= ;. Òîãäà�V+p(l) = ( l0(a+ p+); l 2 kV (a) \ �+l0(a+ p�); l 2 kV (a) \ ��ò.å. âåðøèíû, ÷üè êîíóñû ëèíåéíîñòè ðàññåêàþòñÿ ïëîñêîñòüþ �, ïîðî-æäàþò äâå íîâûå âåðøèíû a+ p+, a+ p� è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà êîíóñàëèíåéíîñòè.



144 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. ÈâàíîâÍàì óäîáíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìíîãîãðàííèê V �, ñîâîêóïíîñòüãðàíåé êîòîðîãî ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå Rn íà êîíóñû ëèíåéíîñòè îïîðíîéôóíêöèè �V (�), à èìåííî, êàæäûé êîíóñ kV (a) åñòü êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷-êà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè V �. Â êà÷åñòâå òàêîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíîâçÿòü äâîéñòâåííûé [8] ìíîãîãðàííèêV � = fv� 2 Rn : v�0(v � v0) � 1; v 2 V g;ãäå v0 � ïðîèçâîëüíàÿ çàôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà V . Äëÿ óïðî-ùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò è v0ñîâïàäàåò ñ íèì.Êàæäîé ãðàíè ðàçìåðíîñòè r ìíîãîãðàííèêà V ñîîòâåòñòâóåò ãðàíüðàçìåðíîñòè n�r�1 ìíîãîãðàííèêà V �. Â ÷àñòíîñòè, âåðøèíå V ñîîòâåò-ñòâóåò n�1-ãðàíü V �, è íàîáîðîò. Ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î V � ñîäåðæèòñÿâ IV . Äåéñòâèòåëüíî,AV � = fa� = l=�V (l); l 2 LV g;LV � = fl� = a=jaj; a 2 AV g;PV � = f��(l�) = 1=jaj; l� = a=jajg;KV � = GV ; GV � = KV :Â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà V � îïèøåì ïîñòðîåíèå îá-ðàçóþùèõ íîâûõ êîíóñîâ ëèíåéíîñòè �V+p.Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì ðÿä ëåìì.Ëåììà 1. Ïóñòü F � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, H = fx : h0x � 0g �ïîëóïðîñòðàíñòâî. Åñëè F \H 6= ;, òî con(F ) \H = con(F \H).Ëåììà 2. Ïóñòü fAig � êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ. Ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî conv [i (conv Ai)! = conv [i Ai! :Â ñëåäóþùåé ëåììå ñèìâîëû dim, @ îçíà÷àþò ðàçìåðíîñòü è îòíîñè-òåëüíóþ ãðàíèöó.Ëåììà 3. Ïóñòü F � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, H = fx: l0h� 0g �ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì dim (F ) > 1. ÒîãäàF \H = conv(@F \H):Â îáîçíà÷åíèè ìíîãîãðàííèêà F j â êà÷åñòâå âåðõíåãî èíäåêñà áóäåìóêàçûâàòü åãî îòíîñèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü.Ëåììà 4. Ïóñòü F n�1 � ìíîãîãðàííèê, H = fx : l0h � 0g � ïîëó-ïðîñòðàíñòâî. ÒîãäàF n�1 \H = conv [m (F 1m \H)! ; (2.1)ãäå fF 1mg � ñîâîêóïíîñòü îäíîìåðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà F n�1.



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 145Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êàæäûé êîíóñ ëèíåéíîñòè KV (a), ðàññåêàåìûéïëîñêîñòüþ �, ïîðîæäàåò äâà êîíóñà ëèíåéíîñòè ôóíêöèè �V+p: kV (a)\�+ è kV (a) \ ��.Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ kV (a) \ �+. ÐàâåíñòâîkV (a) = con(gV �(a=jaj)) è ëåììà 1 ïîçâîëÿþò ñâåñòè ïîñòàâëåííóþ çà-äà÷ó ê íàõîæäåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíè gV �(a) è ïîëóïðîñòðàíñòâà �+.Îòûñêàâ âåðøèíû ïåðåñå÷åíèÿ gV �(a=jaj) \ �+, òåì ñàìûì ïîñòðîèì îá-ðàçóþùèå êîíóñà kV (a) \ �+.Ñîãëàñíî ëåììå 4 âåðøèíàìè gV �(a=jaj) \ �+ ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíûãðàíè gV �(a=jaj), ïðèíàäëåæàùèå �+, ïëþñ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îäíîìåð-íûõ ãðàíåé ãðàíè gV �(a=jaj) ñ ïëîñêîñòüþ �. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèåêàæäîé îäíîìåðíîé ãðàíè ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì â âûðàæåíèè (2.1) ëè-áî ñîâïàäàåò ñ ýòîé ãðàíüþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, ó êîòîðîãî îäíàèç âåðøèí íîâàÿ, ëèáî ïóñòî. Â ïåðâîì ñëó÷àå îòðåçîê ïðåäñòàâëÿåìâ âèäå âûïóêëîé îáîëî÷êè äâóõ ñòàðûõ âåðøèí, âî âòîðîì ñëó÷àå � ââèäå âûïóêëîé îáîëî÷êè ñòàðîé âåðøèíû è íîâîé òî÷êè. Âîñïîëüçîâàâ-øèñü ëåììîé 2, ïðèõîäèì ê âûâîäó î ñîâîêóïíîñòè âåðøèí ïåðåñå÷åíèÿgV �(a=jaj) \ �+.Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü íîðìàëåé LV+p ñîñòàâëÿþò íîðìàëèLV è íîâûå íîðìàëè, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ îäíîìåðíûìè ãðàíÿìè äâîé-ñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà V �, ðàññåêàåìûìè ïëîñêîñòüþ �. Â òåðìèíàõìíîãîãðàííèêà V ýòîò ôàêò ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íîâàÿíîðìàëü ïîðîæäàåòñÿ ãðàíüþ ðàçìåðíîñòè n � 2 ìíîãîãðàííèêà V , ÿâ-ëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n � 1 ñ íîðìàëÿìè,ëåæàùèìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè �. Èìåííî: íîâàÿ íîðìàëüïðèíàäëåæèò îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ ê n � 1-ìåðíîìó ëèíåéíîìóïîäïðîñòðàíñòâó, îïðåäåëÿåìîìó n� 2-ìåðíîé ãðàíüþ è âåêòîðîì p.Èíôîðìàöèÿ î ãðàíÿõ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ïî îòíîøåíèþ ê èí-ôîðìàöèè î êîíóñàõ. Ïîýòîìó ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ãðà-íåé GV+p îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó ñïîñîáóïîñòðîåíèÿ KV+p. Åñëè l 2 LV , òî GV+p(l) = GV (l) + p�; l 2 ��. Ïóñòül � íîâàÿ íîðìàëü è a1; :::; am � âåðøèíû n� 2-ìåðíîé ãðàíè, åå ïîðî-äèâøåé. Òîãäà GV+p(l) = fai + p+; ai + p�; i = 1; 2; :::;mg.Äàäèì ôîðìàëèçîâàííîå îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ IV+p.Ðàçáèâàåì LV è AV íà ïîäìíîæåñòâà:L+V = LV \�+; L�V = LV \��; L0 = LV \�;A�V = fa 2 AV : KV (a) � ��g; A0V = AV n (A+V [A�V ):Îïðåäåëÿåì AV+p, LV+p, PV+p:AV+p = nA�V + p�o[nA+V + p+o[nA0V + p�o[nA0V + p+o ;LV+p = LV [Líîâ ;Líîâ = fl = �1l1 + �2l2 : �1; �2 > 0; l0p = 0; jlj = 1;l1; l2 2 LV ; l1 2 ��; l2 2 �+; dim(gV (l1) \ gV (l2)) = n� 2g;�V+p(l) = �V (l) + l0p�; l 2 �� :



146 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. ÈâàíîâÎòìåòèì, ÷òî äëÿ l 2 LV âåëè÷èíà �V (l) èçâåñòíà, à äëÿ l = �1l1 +�2l2 2 Líîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå �V (l) = �1�V (l1) + �2�V (l2):Îïðåäåëÿåì GV+p. Åñëè l 2 L�V , òî GV+p(l) = GV (l)+p�. Åñëè l 2 L0V ,òî GV+p(l)=nGV (l)\(A+V [A0V ) + p+o[nGV (l)\(A�V [A0V ) + p�o :Åñëè l2Líîâ è ïîðîæäåíà ïàðîé l1; l22LV , òîGV+p(l) = �GV (l1) \GV (l2) + p+	[�GV (l1) \GV (l2) + p�	 :Îïðåäåëÿåì KV+p(a). Åñëè a 2 A�V + p�, òî KV+p(a) = KV (a � p�).Åñëè a 2 A0V +p�, òî KV+p(a) = fKV (a� p�) \ ��gSLíîâ(a�p�). ÇäåñüLíîâ(a�p�)� íîâûå íîðìàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì n�2-ìåðíûì ãðàíÿìñ âåðøèíàìè èç A0, â êîòîðûå âõîäèò âåðøèíà a� p�.Îïèñàíî ôîðìèðîâàíèå AV+p, LV+p, PV +p, GV+p, KV+p. Òàêèì îá-ðàçîì, èçëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ V + p â ôîðìå IV+p.� 3. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòèìíîãîãðàííèêà è îòðåçêàÏóñòü çàäàíà èíôîðìàöèÿ IV î ìíîãîãðàííèêå V è îòðåçîê q ñ âåð-øèíàìè q�, q+.Îáîçíà÷èì q = q+ � q�, � = fl : l0q = 0g, �+ = fl : l0q > 0g,�� = fl : l0q < 0g, �+ = �+ [ �, �� = �� [ �. Äëÿ ìíîãîãðàííèêà èîòðåçêà îïåðàöèþ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäåV � q = (V � q+) \ (V � q�):Îòìåòèì, ÷òî V � q� ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñîì V � q+ íà âåêòîð q.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿL+V = LV \ �+ ; L�V = LV \ �� ;'(l) = ( �V (l)� l0q+; l 2 �+�V (l)� l0q�; l 2 ��Ìíîãîãðàííèêè V � q+, V � q� ïðåäñòàâèìû â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïî-ëóïðîñòðàíñòâ:V � q� = fx : l0x � �V (l)� l0q�; l 2 LV g:Òàê êàê l0q+ � l0q� ïðè l 2 L+V ; l0q+ < l0q� ïðè l 2 L�V ;òî V � q = fx : l0x � '(l); l 2 LV g:Òàêèì îáðàçîì, V�q åñòü ïåðåñå÷åíèå îïîðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ìíî-ãîãðàííèêà V ñ íîðìàëÿìè èç �+, ñäâèíóòûõ íà âåêòîð �q+, è îïîðíûõïîëóïðîñòðàíñòâ V ñ íîðìàëÿìè èç ��, ñäâèíóòûõ íà �q�.



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 147Åñëè ðàçìåðû îòðåçêà q ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàçìåðîâ V , òî, êàê èâ ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ V + p, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû V � q íàñëåäóåòñòðóêòóðó ãðàíåé è êîíóñîâ ëèíåéíîñòè ìíîãîãðàííèêà V .Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ' ïîñòðîåíèå V � q ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþconv ' = �V�q. Ïðè ýòîì âûïóêëîñòü ' íàðóøàåòñÿ â îêðåñòíîñòè ïëîñ-êîñòè �, è îâûïóêëåíèå ' òðåáóåò ëîêàëüíîãî èçìåíåíèÿ ' âäîëü �, âòî âðåìÿ êàê äëÿ çíà÷èòåëüíîé îáëàñòè àðãóìåíòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèéconv ' è �V îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.Åñëè ðàçìåðû q ñîèçìåðèìû èëè ñóùåñòâåííî áîëüøå ðàçìåðîâ V , òîâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà V � q = ; (conv ' íå ñóùåñòâóåò).Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà ïîñòðîåíèÿ IV�q. Êàæäûé ïî-ñëåäóþùèé âàðèàíò ñëîæíåå àëãîðèòìè÷åñêè, íî áîëåå ýêîíîìè÷åí ñ òî÷-êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ. Ñëó÷àé V �q = ; â àëãîðèòìàõ îãîâàðèâàòüñÿíå áóäåò. Îí ôîðìàëüíî ôèêñèðóåòñÿ, êîãäà ìíîæåñòâî âåðøèí ðåçóëü-òèðóþùåãî ìíîãîãðàííèêà ïóñòî.À ë ã î ð è ò ì 1. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì n ïëîñêîñòåé âèäà l0x = '(l) ñ íîðìàëÿìè l èçLV . Òîãäà AV�q = fa 2 A : l0a � '(l); l 2 LV g;LV�q = fl 2 LV : 9a 2 AV�q; l0a = '(l)g;�V�q(l) = '(l); l 2 LV�q;GV�q(l) = fa 2 AV�q : l0a = '(l)g;KV�q(l) = fl 2 LV�q : l0a = '(l)g:Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá îïðåäåëå-íèÿ âåðøèí AV�q. Ïåðåáèðàÿ âîçìîæíûå êîìáèíàöèè ïëîñêîñòåé, ìûâêëþ÷àåì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ â ÷èñëî âåðøèí, åñëè îíà ïðèíàäëåæèòâñåì ïîëóïðîñòðàíñòâàì.À ë ã î ð è ò ì 2. Èñïîëüçóÿ òî ñâîéñòâî, ÷òî ÷àñòü ãðàíèöû V � qïîëó÷åíà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ãðàíèöû V ,ìîæíî óñîâåðøåíñòâîâàòü àëãîðèòì 1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî ñîêðà-òèòü ìíîæåñòâî òî÷åê A, ïðåòåíäóþùèõ íà ðîëü âåðøèí V � q, ðàññìà-òðèâàÿ íå âñå êîìáèíàöèè íîðìàëåé èç LV . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíîâûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè êîòî-ðûì òðåáóåò ïðîâåðêè.Îïèøåì ïðàâèëî âûäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ eL � LV , êîòî-ðûå ìîãóò ïîðîæäàòü �íîâûå� âåðøèíû V � q. Ðàçîáüåì ñîâîêóïíîñòüâåðøèí AV íà òðè ïîäìíîæåñòâà:A�V = fa 2 AV : KV (a) � L�V g; A0V = AVn(A+V [A�V ):Îáîçíà÷èì A�' = (A�V [A0)� q�:Ìíîæåñòâî òî÷åê A+' (A�' ) � ýòî âåðøèíû ÷àñòè ãðàíèöû V , ñäâèíóòîéíà �q+ (�q�). Òî÷êè èç A+' è A�' , ïðèíàäëåæàùèå ïîëóïðîñòðàíñòâàìl0a � '(l) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ l 2 L�V è l 2 L+V , ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìèìíîãîãðàííèêà V � q è îïðåäåëÿþò åãî ÷àñòü, íàñëåäóåìóþ ñ V . Îáîçíà-÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê A+' è A�' . Ïóñòü LV = L+V [ L�V � íîðìàëè



148 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. Èâàíîâê ãðàíÿì, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ïîïàëè â A' = A+' [ A�' . Âåêòîðû èçLV çàâåäîìî îñòàþòñÿ â êà÷åñòâå íîðìàëåé V � q, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâó-þùèå èì ãðàíè ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì �ñòàðûõ� ãðàíåé èíîðìàëè èç LV íå ó÷àñòâóþò â îáðàçîâàíèè �íîâûõ� âåðøèí.Âûäåëèì òàêæå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ L, êîòîðûå íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿíîðìàëÿìè V � q: L = L+ [ L�;L� = fl 2 L�V : 9l1 2 L�V ; 8v 2 G(l)� q�; l01v � '(l1)g:Äðóãèìè ñëîâàìè, L ñîñòàâëÿþò íîðìàëè ê ãðàíÿì, öåëèêîì îòñåêàåìûìîäíèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì.Ïîëîæèì eLV = LV n (LV [ LV ):Äàëåå âûïîëíÿåì àëãîðèòì ïîèñêà íîâûõ âåðøèí, àíàëîãè÷íûé àë-ãîðèòìó 1. Îïèøåì åãî. Ïóñòü eA � ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòî-ðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé l0ix = '(li), i = 1; n, ñ íîðìàëÿìèli 2 eLV , ïðè÷åì ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òàêèå êîìáèíàöèè flig, i = 1; n,â êîòîðûõ åñòü íîðìàëè êàê èç L�V , òàê è èç L+V . Âåðøèíàìè V � q ÿâëÿ-þòñÿ òå òî÷êè èç eA, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîëóïðîñòðàíñòâàì l0x � '(l),l 2 eL.Òî÷êè èç eA, ïðîøåäøèå óêàçàííûå ïðîâåðêè, â ñîâîêóïíîñòè ñî �ñòà-ðûìè� òî÷êàìè A' ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî âåðøèí AV�q. Íîðìàëè V � qèç ìíîæåñòâà eLV , ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè, êîíóñû íîâûõ âåðøèíîïðåäåëÿþòñÿ êàê â àëãîðèòìå 1. Îñòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ IV�q (ñîîò-âåòñòâóþùàÿ ñòàðûì âåðøèíàì) íàñëåäóåòñÿ èç IV .Íèæå ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 2, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ïóíê-òîâ.1) Ïîÿñíèì, ïî÷åìó â ìíîæåñòâî eA ìîæíî íå âêëþ÷àòü òî÷êè, ñî-îòâåòñòâóþùèå êîìáèíàöèÿì âåêòîðîâ flig, i = 1; n, ëåæàùèõ ïî îäíóñòîðîíó îò �. Ïóñòü, íàïðèìåð, li 2 �+, i = 1; n. Ðàññìîòðèì äâà âîç-ìîæíûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàáîðó flig ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíàv ìíîãîãðàííèêà V , ò.å. li 2 KV (v). Òîãäà, åñëè v � q+ 2 A' n A' (ò.å.l0(v�q+) > '(l) äëÿ íåêîòîðîãî l), òî v�q+ íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé V �q.Åñëè æå v� q+ 2 A', òî èíôîðìàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ v, ïåðåíîñèòñÿ â IV�qèç IV . Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà íàáîðó li íå ñîîòâåòñòâóåò âåð-øèíà V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé l0ix = �V (li).Òàê êàê � 62 AV è li 2 L+V , òî íàéäåòñÿ òàêàÿ íîðìàëü l� 2 L+V , ÷òîl0��>�V (l�). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òî÷êè �� q+, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíè-åì ïëîñêîñòåé l0ix = '(li), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî l0�(� � q+) > '(l�).Ïîýòîìó �� q+ íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé V � q. Èçëîæåííîå ïîçâîëÿåò çà-êëþ÷èòü, ÷òî êîìáèíàöèè âåêòîðîâ, ëåæàùèõ ïî îäíó ñòîðîíó îò �, íåìîãóò ïîðîæäàòü íîâûõ âåðøèí.2) Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âêëþ÷åíèÿ òî÷êè a 2 eAâ ñîâîêóïíîñòü âåðøèí V � q äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åå ïðèíàäëåæíîñòüïîëóïðîñòðàíñòâàì l0x � '(l) ñ íîðìàëÿìè l èç eLV , à íå âñåì ïîëóïðî-ñòðàíñòâàì, êàê â àëãîðèòìå 1. Îáîñíóåì òàêîå ñîêðàùåíèå. Ïóñòü a 2 eA,l0a � '(l), l 2 eLV è l� 2 LV . Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî l0�a � '(l�). Ïóñòüäëÿ îïðåäåëåííîñòè l� 2 L+V . Ðàññìîòðèì âåêòîð el 2 eL+, äëÿ êîòîðîãî



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 149el0a = '(el). Òàêîé âåêòîð íàéäåòñÿ, òàê êàê òî÷êè èç eA îáðàçóþòñÿ êîì-áèíàöèÿìè âåêòîðîâ, ëåæàùèõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò �. Ââèäó òîãî, ÷òîa 2 gV (el) � q+, à gV (el) � q+ ïðèíàäëåæèò ïîëóïðîñòðàíñòâó l0�x � '(l�),ïîëó÷àåì l0�a � '(l�).À ë ã î ð è ò ì 3. Ñëåäóþùåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå àëãîðèòìà 2 ñâÿçà-íî ñî ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí A'. Íàïîìíèì, ÷òî ìíî-æåñòâî A' ñîñòàâëÿþò òå âåðøèíû V �q, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòåïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåðøèí V . Äðóãèìè ñëîâàìè, óñîâåðøåíñòâîâà-íèå êàñàåòñÿ ñïîñîáà îòñåèâàíèÿ ëèøíèõ òî÷åê èç A'. Â àëãîðèòìå 2äëÿ òî÷êè a 2 A�' òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî l0a � '(l) äëÿ âñåõâåêòîðîâ l 2 L�V . Àëãîðèòì 3 íàïðàâëåí íà ñîêðàùåíèå ñîâîêóïíîñòèâåêòîðîâ l, òðåáóþùèõ òàêîé ïðîâåðêè.Àëãîðèòì 3 èìååò èòåðàöèîííûé õàðàêòåð. Íèæíèé èíäåêñ ââîäèìûõîáîçíà÷åíèé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü øàãó àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Añîâîêóïíîñòü òî÷åê èç A', êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ïðîâåðîê íå âêëþ÷àþòñÿâ ÷èñëî âåðøèí V � q. Íàïîìíèì, ÷òî L � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç LV ,íå ïîïàäàþùèõ â LV�q. Ìíîæåñòâà A, L áóäóò ôîðìèðîâàòüñÿ â õîäåèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Èçëîæèì åãî îáùóþ ñõåìó.Ïîëîæèì L+1 = [a2A0(KV (a) \ L+V ):Íà ïåðâîì øàãå ïîïîëíÿþòñÿ ìíîæåñòâà A, L è ôîðìèðóåòñÿ íàáîð íîð-ìàëåé L�2 . Íà âòîðîì øàãå ôîðìèðóåòñÿ íàáîð íîðìàëåé L+3 è ïðîäîë-æàåòñÿ ïîïîëíåíèå A, L è ò.ä.Îïèøåì ïåðâûé øàã àëãîðèòìà 3. Çàôèêñèðóåì âåêòîð l 2L+1 . Ðàñ-ñìîòðèì åãî â ïàðå ñ êàæäîé òî÷êîé a 2 A�' . Åñëè l0a < '(l), òî áåðåìñëåäóþùóþ òî÷êó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ïîïîëíÿåì òî÷êîéa, à âåêòîðû KV (a+ q�)\L�V , íå ñîäåðæàùèåñÿ â L, âêëþ÷àåì â L�2 . Åñ-ëè ñðåäè òî÷åê, êîòîðûå íà îñíîâàíèè ïðîâåðêè ñ âåêòîðîì l âêëþ÷åíûâ A, ñîäåðæàòñÿ âñå âåðøèíû êàêîé-ëèáî ãðàíè, òî íîðìàëü ýòîé ãðàíèâêëþ÷àåì â L. Ïåðåáðàâ âñå l 2 L+1 , çàâåðøàåì ïåðâûé øàã.Ñëåäóþùèå øàãè àíàëîãè÷íû ïåðâîìó. Èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòëè-÷èå: â ôîðìèðóåìûå ìíîæåñòâà L+3 , L�4 , L+5 ,... íå âêëþ÷àþòñÿ âåêòîðû,óæå ó÷àñòâîâàâøèå â ïðîâåðêàõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå ôîð-ìèðóåìîå ìíîæåñòâî (L+i+1, åñëè i ÷åòíîå; L�i+1, åñëè i íå÷åòíîå) îñòàåòñÿïóñòûì.Â ðåçóëüòàòå îïèñàííîé ïðîöåäóðû ôîðìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà A' =A' n A è L. Âòîðàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà 3 âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê â àëãî-ðèòìå 2.Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà 3 äàäèì åãî èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõïîñòðîåíèÿ conv ' . Ðåçóëüòàò ïåðâîé ÷àñòè àëãîðèòìà ìîæíî ðàññìà-òðèâàòü êàê ïîñòðîåíèå ôóíêöèè e'(�), ñîâïàäàþùåé ñ '(�) â êîíóñàõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì èç A' (íà íîðìàëÿõ èç eL), è ðàâíîé +1 âêîíóñàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáðîøåííûì âåðøèíàì (íà âûáðîøåííûõíîðìàëÿõ).Ïîêàæåì, ÷òî conv e' = conv '. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî âåêòîðà l, ãäå e'(l) = 1 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, e'(l) 6= '(l)) èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî �V�q(l) < '(l). Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ýòî ñâîéñòâî äëÿ



150 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. Èâàíîââåêòîðîâ èç êîíóñîâ âûêèíóòûõ âåðøèí, íå ÿâëÿþùèõñÿ åãî îáðàçóþ-ùèìè. Ïóñòü kV (a + q+) � òàêîé êîíóñ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåìa 2 A+' ) è el 2 L�V � âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî el0a > '(el). Îáîçíà÷èì ÷åðåçD ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ nl0x � '(l); l 2 felg [KV (a+ q+)o. Âåð-øèíû D ñóòü ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè el0x = '(el) ñ îáðàçóþùèìè êîíóñàfl0x � '(l); l 2 KV (a+q+)g. Ïîýòîìó äëÿ l 2 kV (a+q+)nKV (a+q+) èìå-åì �V�q(l) � �D(l) < '(l). Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïðèéòèê òàêîìó æå âûâîäó è äëÿ âåêòîðîâ l 2 L.Ïîêàæåì, ÷òî ñòðóêòóðà êîíóñîâ è ãðàíåé, ïîñòðîåííàÿ â õîäå âòîðîé÷àñòè àëãîðèòìà 3, ñîîòâåòñòâóåò âûïóêëîé ôóíêöèè, ðàâíîé conv e'.Ââåäåì ïîíÿòèå ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè.Ôóíêöèÿ �, îïðåäåëåííàÿ ðàçáèâêîé íà êîíóñû ëèíåéíîñòè è çíà÷å-íèÿìè íà îáðàçóþùèõ êîíóñîâ, ëîêàëüíî âûïóêëà íà îáðàçóþùåé l�, åñëèîíà âûïóêëà â îêðåñòíîñòè l�, ñîäåðæàùåéñÿ â îáúåäèíåíèè âñåõ êîíóñîâëèíåéíîñòè ñ îáðàçóþùåé l�. Ïóñòü k(aj) � êîíóñû, äëÿ êîòîðûõ l� ÿâëÿ-åòñÿ îáðàçóþùåé, aj � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè. Ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòüýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâàl0aj � �(l) (3.1)äëÿ âñåõ òî÷åê aj è ëþáîé îáðàçóþùåé l 2 SjK(aj) ðàññìàòðèâàåìûõêîíóñîâ.Äåéñòâèòåëüíî, ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè � îçíà-÷àåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà F =fx : l0x � �(l); l 2 [jK(aj)g, à òî÷êè aj � âåðøèíû F .Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ �, ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âòî-ðîé ÷àñòè àëãîðèòìà 3, ëîêàëüíî âûïóêëà íà êàæäîé îáðàçóþùåé.Ïóñòü l� � îáðàçóþùàÿ îäíîãî èç êîíóñîâ ïîñòðîåííîé ôóíêöèè. Åñ-ëè l� 2 LV , òî ñòðóêòóðà ãðàíè è êîíóñîâ ëèíåéíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ l�, íàñëåäóåòñÿ ñ V . Ñëåäîâàòåëüíî, íàñëåäóåòñÿ è ëîêàëüíàÿ âû-ïóêëîñòü.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà l� 2 eL. Ïóñòü k(aj) � êîíóñû ñ îáðàçóþùåél�, aj � ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷êè. Ïóñòü a 2 [jaj, l 2 [jK(aj). Äëÿïàðû a,l âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà:1) a � íîâàÿ âåðøèíà, îáðàçîâàííàÿ â õîäå âòîðîé ÷àñòè àëãîðèò-ìà 3, l 2 eL. Íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíåíî â ñèëó ïðîâåðîê ýòîé ÷àñòèàëãîðèòìà.2) a � íîâàÿ, l 2 LV . Íåðàâåíñòâî (3.1) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îáîñíîâàíîâ àëãîðèòìå 2.3) a � ñòàðàÿ, l 2 eL. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ñîãëàñíîïåðâîé ÷àñòè àëãîðèòìà 3.4) a � ñòàðàÿ, l 2 LV . Åñëè a 2 A+V , l 2 L+V (a 2 A�V , l 2 L�V ), òîñâîéñòâî (3.1) íàñëåäóåòñÿ ñ V . Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàíò a 2 A+V , l 2 L�V(a 2 A�V , l 2 L+V ) íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a 2 A+V , òî l� 2 L+V .Íî l 2 L�V . Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèå òî÷êè äëÿ íîðìàëåé l; l� � íîâûå, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ l 2 LV .Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíî âûïóêëà è ñîâïàäàåòñ e' íà îáðàçóþùèõ êîíóñîâ. Ïîýòîìó îíà âûïóêëà ãëîáàëüíî è� = conv e' = conv ' = �V�q:



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 151À ë ã î ð è ò ì 4. Â àëãîðèòìå 3 äëÿ ôèêñèðîâàííîé íîðìàëè l 2L+i (l 2 L�i ) ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ l0a � '(l) äëÿ âñåõa 2 A�' (a 2 A+' ). Àëãîðèòì 4 ñâÿçàí ñ ñîêðàùåíèåì ïåðåáîðà âåðøèíâ óêàçàííîì ïóíêòå àëãîðèòìà 3. Ïðåäïîëàãàåìîå óñîâåðøåíñòâîâàíèåîñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ôàêòå.Ïóñòü l 2 L+V . Òîãäà ÷àñòü ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà V � q�, ëåæàùàÿâûøå ïëîñêîñòè l0x = '(l), � îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì â íåé èìå-þòñÿ âåðøèíû èç A+V �q�. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ÷àñòü ãðàíèöû V �q� áåçãðàíåé ñ íîðìàëÿìè èç L+V ëèáî ïóñòà, ëèáî èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïî-íåíò ñâÿçíîñòè. Íà ãðàíèöå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîäåðæèòñÿòî÷êà èç ìíîæåñòâà A0V � q�.Ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî ïåðåáîðà âåðøèí äëÿ ôèêñèðîâàííîé íîð-ìàëè l 2 L+i (l 2 L�i ). Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî l0a � '(l) äëÿ òî÷åêa 2 A0V � q� (a 2 A0V � q+). Äàëåå áåðåì åùå íå ïðîâåðåííûå âåðøè-íû ãðàíåé ñ íîðìàëÿìè èç L�V (L+V ), ñîäåðæàùèõ âûáðàñûâàåìóþ òî÷êó.Ïðîöåññ ïðîâåðîê ñ íîðìàëüþ l çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ìíîæåñòâî âåðøèí,òðåáóþùèõ ïðîâåðêè, ïóñòî.� 4. Ðåãóëèðîâêà êîëè÷åñòâà íîðìàëåéÂ ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûìè àëãîðèòìàìè íàõîæäåíèÿ ñóììû èãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè, â ðàìêàõ ïðèíÿòîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ñ øà-ãîì � äèñêðåòèçàöèè èãðû (1.2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ Wiñòðîèòñÿ òî÷íî. Â ïðîöåññå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ÷èñëî íîðìàëåé âîçðà-ñòàåò (çà èñêëþ÷åíèåì îñîáîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîãîãðàííèê èìååò �êîëü-öî� ãðàíåé ñ íîðìàëÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îòðåçêó). Â õîäå ïîñòðîå-íèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè êîëè÷åñòâî íîðìàëåé ìîæåò ñîêðàùàòüñÿ.Â öåëîì ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ Wi ÷èñëîãðàíåé ìîæåò ðåçêî âîçðàñòàòü, îñîáåííî â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøîé ðàç-ìåðíîñòè.Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ âîçíèêàåò çàäà÷à äîïîëíåíèÿàëãîðèòìà òåì èëè èíûì ñïîñîáîì èñêóññòâåííîãî ñîêðàùåíèÿ êîëè÷å-ñòâà ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ. Îïèñûâàåìûé íèæå àëãîðèòì çàâèñèò îòïàðàìåòðà, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ðåãó-ëÿòîð êîëè÷åñòâà ãðàíåé, ñ äðóãîé � êàê òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè.Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ V +p ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî L# íîðìàëåé, êî-òîðûå ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïîñòðîåíèÿ áóäóò óäàëåíû. Ñîâîêóïíîñòü âåê-òîðîâ L# ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íîâûõ íîðìàëåé, ò.å. L# � LV+pnLV .Êàæäîé íîâîé íîðìàëè l ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ñòàðûõ íîðìàëåé l1; l2 (ñì.àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ V + p). Âåêòîð l âêëþ÷àåòñÿ â L#, åñëè âûïîëíåíîõîòÿ áû îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâjl01pjjpj < "; jl02pjjpj < " (4.1)ãäå " � çàäàííûé ïàðàìåòð. Âûáîð óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ íîðìàëè â L#â âèäå íåðàâåíñòâ (4.1) îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå íà ðåçóëüòèðóþùåììíîãîãðàííèêå áëèçêèõ íîðìàëåé. Êðîìå òîãî, óñëîâèå (4.1) èñêëþ÷à-åò �ñëèøêîì ïëîñêèå� êîíóñû ëèíåéíîñòè îïîðíîé ôóíêöèè.



152 Ì. À. Çàðõ, À. Ã. ÈâàíîâÈçëîæèì àëãîðèòì óäàëåíèÿ ãðàíåé ñ íîðìàëÿìè èç L#. Ãðàíè âû-áðàñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Îïèøåì ïðàâèëî óäàëåíèÿ îäíîé ãðàíè,ñ îñòàëüíûìè ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî.Îáîçíà÷èì D= V +p. Ïóñòü l# 2L# �LD. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîê-ñèìèðóþùåãî ìíîãîãðàííèêà eD = nx : l0x � �D(l); l 2 LD n fl#go ðàñ-ñìîòðèì ñîâîêóïíîñòü íîðìàëåé �(l#) = nl 2 LD : gD(l#) \ gD(l) 6= ;o :Èç ìíîæåñòâ LD, GD óäàëÿåì l# è GD(l#), èç AD, KD � âåðøèíû ãðà-íè GD(l#) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíóñû, à èç GD(l) äëÿ l 2 �(l#) �ññûëêè íà óäàëåííûå âåðøèíû. Ïîñòðîåíèå eD ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþâòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìîâ 2�4 (ñì. îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ V �q), â êîòîðîéïîëàãàåì eL = �(l#), ' = �D.Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ñïîñîá óäàëåíèÿ ãðàíåé òðåáóåò ëîêàëüíîãîèçìåíåíèÿ IV+p â îêðåñòíîñòè âûáðàñûâàåìûõ ãðàíåé. Àïïðîêñèìèðóþ-ùèé ìíîãîãðàííèê ñîäåðæèò èñõîäíûé.� 5. ×èñëåííûå ïðèìåðûÍà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà äëÿÝÂÌ, âõîäíûìè äàííûìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (âîçìîæ-íî ñ ôàçîâûì âåêòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè) è öåëåâîå ìíîæåñòâî � ìíîãî-ãðàííèê, çàäàâàåìûé âåðøèíàìè. Ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä êýêâèâàëåíòíîé èãðå áåç ôàçîâîãî âåêòîðà â ïðàâîé ÷àñòè, ïåðåâîäèò çà-äàííûå âåðøèíû öåëåâîãî ìíîæåñòâà â èíôîðìàöèþ IM è âûïîëíÿåòïîñòðîåíèå ìîñòà â ðàìêàõ ýêâèâàëåíòíîé èãðû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâàïðèìåðà, ïðîñ÷èòàííûõ ïî äàííîé ïðîãðàììå. Â ïåðâîì ïðèìåðå ñòðîèò-ñÿ ôóíêöèÿ öåíû äâóìåðíîé èãðû, âî âòîðîì � ìíîæåñòâî óðîâíÿ ôóíê-öèè öåíû (ìàêñèìàëüíûé ñòàáèëüíûé ìîñò) äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé èãðû.Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ èãðó ñ ôèêñèðîâàííûì ìî-ìåíòîì îêîí÷àíèÿ # è òåðìèíàëüíîé ôóíêöèåé ïëàòû 
:_y1 = y2 + v juj � 1; jvj � 1_y2 = u 
(y) = maxfjy1j; jy2jgÄàííàÿ èãðà èçó÷àëàñü àíàëèòè÷åñêè [15], êðîìå òîãî ïðîâîäèëèñü÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíûõñòàáèëüíûõ ìîñòîâ â òðåõìåðíûõ èãðàõ [3, 4].Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììû çàäàäèì äèíàìèêó_y = 0B@ 0 1 00 0 00 0 0 1CA y +0B@ 010 1CAu+0B@ 100 1CA vu 2 [�1; 1]; v 2 [�1; 1]è öåëåâîå ìíîæåñòâî M � ÷àñòü íàäãðàôèêà ôóíêöèè ïëàòû, ëåæàùóþíèæå óðîâíÿ 2:5: M = ny 2 R3 : 
(y1; y2) � y3 � 2:5o :



Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè öåíû 153Ìíîãîãðàííèê M � ïèðàìèäà ñ âåðøèíàìè (0; 0; 0), (2:5; 2:5; 2:5),(2:5;�2:5; 2:5), (�2:5; 2:5; 2:5), (�2:5;�2:5; 2:5).Íà ðèñ.1 ïîêàçàíû ãðàôèê ôóíêöèè öåíû èãðû �(t; x) (x � âåêòîðêîîðäèíàò ýêâèâàëåíòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû âèäà (1.1)) äëÿ ìî-ìåíòà t = #� 2 è åãî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò èññëåäîâàíèÿì [3, 4, 15].

Ðèñ. 1Ï ð è ì å ð 2. Îäíó èç óïðîùåííûõ ëèíåéíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷èî ïîñàäêå ñàìîëåòà â óñëîâèÿõ âåòðîâûõ âîçìóùåíèé ìîæíî çàïèñàòü ââèäå äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
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_y =0BBB@ 0 1 0 00 �0:032 0 �0:1350 0 0 10 0:27 0 �0:014 1CCCAy+0BBB@ 0 02:577 �2:8860 00:288 40:234 1CCCAu+0BBB@ 0 00:032 0:1350 0�0:27 0:014 1CCCAvu = (u1; u2)0 2 R2; v = (v1; v2)0 2 R2;ju1j � 0:7; ju2j � 0:17; jv1j � 22; jv2j � 18:Çäåñü y1 � îòêëîíåíèå îò íîìèíàëüíîãî äâèæåíèÿ ïî ïðîäîëüíîé îñè,y2 � ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî îòêëîíåíèÿ, y3 � îòêëîíåíèå ïî âûñîòå, y4� åãî ñêîðîñòü, u1 � îòêëîíåíèå îò íîìèíàëüíîé òÿãè, u2 � îòêëîíåíèåîò íîìèíàëüíîãî óãëà àòàêè, v1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòèâåòðà, v2 � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè âåòðà.Â êà÷åñòâå öåëåâîãî ìíîæåñòâà M çàäàäèì ñèììåòðè÷íûé îòíîñè-òåëüíî íóëÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìèêîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Îäíà èç åãî âåðøèí (50; 10; 2; 0:5). Îñòàëüíûå15 âåðøèí ïîëó÷àþòñÿ ïåðåáîðîì ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ êîîð-äèíàò.Ìàêñèìàëüíûé ñòàáèëüíûé ìîñò W � R1 � R4, ïðîñ÷èòàííûé îòöåëåâîãî ìíîæåñòâà M , ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî óðîâíÿôóíêöèè öåíû � � 1 ýêâèâàëåíòíîé èãðû, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ôóíêöèèïëàòû âçÿòà ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà M .

Ðèñ. 2Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ìíîæåñòâî W (t) = fx 2 R4 : �(t; x) � 1g � R4äëÿ t = #� 2. ×åòûðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê W (t) ïðåäñòàâëåí íåñêîëü-êèìè ñå÷åíèÿìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè x4 = const. Êàæäîå ñå÷åíèå èçîáðà-æåíî êàê òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò x1, x2, x3.Ïîñòóïèëà 13.10.91
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